Topologia 1/1*, Egzamin (cz¢$¢ teoretyczna, drugi termin)

2025-02-2p 8

Rozwigzania zadan czeéci teoretycznej nie muszg by¢ napisane na oddzielnych kartkach. Kazda
kartke prosimy podpisa¢ podajac imig i nazwisko, numer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko
prowadzgcego ¢wiczenia.

Zadanie 1 (8 p.).
Podaj definicje przestrzeni topologiczne;.

1. Niech (X, 77) bedzie przestrzenig topologiczna, a ~ relacjg rtownowaznosci na X. Podaj definicje
topologii ilorazowej na X/~

2. Podaj definicj¢ homeomorfizmu pomigdzy przestrzeniami topologicznymi.

3. Niech (X, Jx) i (Y, Jy) bgda przestrzeniami topologicznymi, a f : X — Y ciagla surjekcja taka,
ze dla U € Jx zachodzi f(U) € J. Wykaz, ze przestrzenie X/~ i Y s3 homeomorficzne.

Zadanie 2 (6 p.).
1. Podaj definicj¢ przestrzeni topologicznej spéjne;.

2. Podaj, wraz z kr6tkim uzasadnieniem, przyktad (nieskoriczonej) przeliczalnej przestrzeni
topologicznej spojne;j.

3. Niech A i B bgda sp6jnymi podprzestrzeniami przestrzeni (X, 7) takimi, ze ANB # @. Wykaz,
z¢ A U B jest spdjna.

Zadanie 3 (6 p.).

4. Podaj definicjg ciagu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej oraz definicj¢ przestrzeni metrycz-
nej zupetne;j.

2. Wykaz, ze podprzestrzeri domknigta przestrzeni metrycznej zupeinej jest zupeina.

3. Podaj, wraz z krétkim uzasadnieniem, przyklad przestrzeni metrycznej, ktéra nie jest metry-
zowalna w sposéb zupetny.
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Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisaé na oddzielnej kartce. Kazda kartke prosimy podpisa¢
podajac imig i nazwisko, numer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.
We wszystkich rozwigzaniach nalezy poda¢ uzasadnienie.

Zadanie 1 (10 p.). Niech X = [0, 2] x {0, 1} z topologia euklidesowa oraz

A= {(1’ 0): (1' 1)}' B= (0' 2) X {0}, C= {(1,0), (0, 1)}

I~

. Sprawdz, czy X/A jest przestrzeniag Hausdorffa.
2. Sprawdz, czy X/B jest przestrzenia Hausdorffa.
5. Sprawdz, czy X/A i X/C sa homeomorficzne.

Zadanie 2 (10 p.). Niech A C (0, o) bedzie przeliczalny,a C € R domknigty i brzegowy (w topologii
euklidesowej). Wykaz, ze na prostej X = {(x, —x) | x € R} istnieje punkt, ktéry nie lezy na zadnej
z prostych

Loge={(x,ax+c) | x € R}
dlaaeAiceCC.
Zadanie 3 (10 p.). Niech A, =[0,1] x {i] oraz
X=({0,1}x[0,1)u{(x,0) | xeQn(0,1]}u UA,,
n=1

z topologig euklidesowa.

1. Wykaz, ze X jest spgjna.

2. Wykaz, ze X (domknigcie w R?) nie jest $ciagalne.
Zadanie 4 (10 p.).

4. Udowodnij, ze je§li X i Y s przestrzeniami spojnymi mocy wigkszej niz 1, to dla dowolnego
(x,¥) € X x Y, przestrzeni (X x Y) \ {(x, )} jest sp6jna.

2. Udowodnij, Ze nie istnieje przestrzen X taka, ze prosta euklidesowa jest homeomorficzna
ziloczynem X X X.



